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МАТЕМАТИЧНІ МОДЕЛІ НАПРУЖЕНО-ДЕФОРМОВАНОГО СТАНУ ЕЛЕМЕНТІВ БОЙОВИХ 
МАШИН ТА ТЕХНОЛОГІЧНИХ СИСТЕМ ДЛЯ ЇХ ВИГОТОВЛЕННЯ 
 
У роботі описані математичні моделі напружено-деформованого стану елементів бойових броньованих машин та технологічних систем для 
їх виготовлення. На основі узагальненого параметричного моделювання сформульовано принципово новий підхід до проектно-
технологічно-виробничого забезпечення тактико-технічних характеристик бойових броньованих машин; розроблено математичні моделі 
напружено-деформованого стану елементів технологічних систем для виготовлення деталей та вузлів броньованих машин, а також елемен-
тів бойових машин при дії експлуатаційних навантажень; створено математичну модель пружно-пластичного деформування елементів бо-
йових броньованих машин, а також удосконалено математичну модель динаміки їх високообертових елементів. Сформовано критеріальні 
вимоги для синтезу проектно-технологічних параметрів елементів бойових броньованих машин та технологічно-виробничих систем для їх 
виготовлення. 
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ДЛЯ ИХ ИЗГОТОВЛЕНИЯ 
В работе описаны математические модели напряженно-деформированного состояния элементов боевых бронированных машин и технологических 
систем для их изготовления. На основе обобщенного параметрического моделирования сформулирован принципиально новый подход к проектно-
технологически-производственному обеспечению тактико-технических характеристик бронированных машин; разработаны математические модели 
напряженно-деформированного состояния элементов технологических систем для изготовления деталей и узлов боевых бронированных машин, а 
также элементов боевых машин при действии эксплуатационных нагрузок; создана математическая модель упруго-пластического деформирования 
элементов боевых бронированных машин и усовершенствована математическая модель динамики их высокооборотных элементов. Сформированы 
критериальные требования для синтеза проектно-технологических параметров элементов боевых бронированных машин и технологически-
производственных систем для их изготовления. 
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MATHEMATICAL MODELS OF STRESS-STRAIN STATE OF COMBAT VEHICLE ELEMENTS  
AND TECHNOLOGICAL SYSTEMS FOR THEIR MANUFACTURING 
The paper describes mathematical models of stress-strain state of elements of armored combat vehicles and technological systems for their manufac-
turing. On the basis of generalized parametric modeling, a fundamentally new approach to design, technological and production support of tactical and 
technical characteristics of armored vehicles was formulated; mathematical models of stress-strain state of elements of technological systems for 
manufacturing of parts and units of armored combat vehicles as well as elements of combat vehicles under the action of operational loads have been 
developed. A mathematical model of elastic-plastic deformation of armored combat vehicles was developed and a mathematical model of the dynam-
ics of their high-turnover elements was improved. Criterial requirements have been formed for the synthesis of design and technological parameters of 
elements of armored combat vehicles and technological production systems for their manufacturing. 
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Вступ. Підвищення технічних і тактико-
технічних характеристик елементів бойових бро-
ньованих машин (ББМ), а також технологічних сис-
тем (ТС) для їх виготовлення є на сьогодні актуаль-
ною і важливою науково-практичною задачею. На її 
розв’язання  спрямовані зусилля багатьох вчених 
[1–6]. При цьому застосовуються різноманітні еврі-
стичні, системні підходи, оптимізаційні алгоритми 
тощо. Якщо мова йде про задачу синтезу, то вона 
передбачає формування цільової функції, обмежень 
на варійовані параметри та рівняння стану в опера-
торному вигляді. 
Формування будь-яких задач синтезу передба-
чає чітку постановку задач аналізу. У випадку про-
блеми, що досліджується у роботі, мова йде про 
конкретизацію загального операторного рівняння 
,0),,,,( =trfPUL  а також власне до визначення об'-
єктів досліджень.  
Що стосується об'єктів досліджень, то ними є 
відповідні елементи бойових броньованих машин у 
розрізі фізико-механічних процесів і станів, які від-
буваються або реалізуються при їхньому виготовлен-
ні, експлуатації та бойовому застосуванні. З іншого 
боку, – це елементи технологічно-виробничих систем 
(ТВС), через які проходять ті чи інші елементи ББМ. 
При цьому відбувається вплив елементів ТВС на де-
таль, вузол чи машину, які проходять через неї, ство-
рюючи, так би мовити, "технологічну спадковість". 
Остання позначається, наприклад, на точності та яко-
сті обробки поверхонь деталей, на їхню міцність та 
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витривалість тощо.  
Таким чином, для кожного випадку потрібно 
формувати відповідну математичну модель дослі-
джуваного процесу чи стану. Це становить мету 
роботи. Розглянемо характерні випадки досліджу-
ваних об'єктів.  
 
Технологічно-виробничі системи механооб-
робки. Механічна обробка становить суттєвий від-
соток операцій при виготовленні бойових броньо-
ваних машин. Так, для умов ДП "Завод іме-
ні В.О. Малишева" мова йде про значну питому 
вагу у загальному обсязі технологічних операцій. 
Крім того, саме операції механічної обробки забез-
печують (або не забезпечують) заданий рівень точ-
ності та якості поверхні деталей, що виготовляють-
ся. Таким чином, ТВС механообробки є типовими 
представниками усієї сукупності таких систем. Це 
дає можливість розглядати загальні закономірності 
на їх прикладі.  
Розглянемо, не зменшуючи загальності, ТВС 
для операцій фрезерування деталей об'єктів броне-
танкової техніки. На рис. 1 наведено загальний 
склад цієї технологічно-виробничої системи. Осно-
вним її елементом є верстат 1, який визначає спектр 
можливостей цієї технологічно-виробничої систе-
ми. На його робочому столі 1 розміщується верста-
тне пристосування 2. Якщо мова йде про гнучкі 
переналагоджувальні ТВС, то передбачається, що 
на пристосуванні може в автоматизованому режимі 
базуватися та закріплюватися базуючий елемент 3 
із системою кріплення 4 та заготовкою (деталлю) 5. 
Якщо ж розглядається традиційна ТВС, то базую-
чий елемент розміщується стаціонарно (або є час-





 Рис. 1 – Технологічно-виробнича система  
для операцій фрезерування:  
1 – верстат; 2 – верстатне пристосування  із базуючим 
елементом 3 та системою кріплення заготовки 4;  
5 – оброблювана деталь; 6 – інструмент;  
7 – робочий стіл верстата 
 
Проте в обох випадках підсистема пристосу-
вання містить елементи 2, 3, 4. Деталь 5 базується 
та закріплюється, після чого на неї здійснює кіне-
матично-силовий вплив інструмент 6. При цьому 
знімається шар металу (див. рис. 1, виділено шри-
ховкою). Можливі декілька переходів на окремому 
робочому місці, а також – декілька операцій (на-
приклад, на верстатах з ЧПК типу ОЦ). 
Основними завданнями розглянутої технологіч-
но-виробничої системи є формоутворення поверхонь 
тієї чи іншої деталі з певною точністю та шорсткістю 
поверхні, а також із якомога більшою продуктивніс-
тю. Відповідно, потрібні базові (початкові) характе-
ристики, від яких можна відштовхуватися при фор-
мулюванні тієї чи іншої характеристики досліджува-
ної ТВС. Природнім чином для цього слід обрати 
верстат як центральну ланку системи. А це примушує 
звернутися до характеристик верстата. Серед інших 
його характеристик (габарити робочого простору, 
кількість робочих рухів, швидкість основного робо-
чого руху та подачі тощо) є також ті, які безпосеред-
ньо впливають на якість обробки: точність та жорст-
кість. Саме ці характеристики є визначальними для 
його технологічних можливостей. При цьому вони 
впливають на баланс переміщень у технологічно-
виробничих систем: перша характеристика визначає, 
так би мовити, "статичну" складову, яка в основному 
визначає трансляційні зміщення у системі, а друга – 
"динамічну" складову, яка зумовлена пружними де-
формаціями елементів системи [7–9]. Отже, загальне 
переміщення довільної точки системи у якомусь об-
раному напрямку визначається залежностями типу  
 
 QKv DS ⋅λ+= δ ρδρρ .  (1) 
 
Тут ρv  – переміщення у напрямку осі ρ  ( ρ  = 1, 2, 3 – 
за осями 321 ,, xzxyxx === ); δρSK  – коефіцієнт, що 
визначає питомий вклад "статичної" похибки y∆  
зміщення в напрямку осі ρ ; δ ρλD  – узагальнена пода-
тливість, яка визначає пружне переміщення від сили 
(або моменту) Q. Отже, загальні переміщення лінійно 
залежать від характеристик точності та жорсткості 
верстата. 
Розглянемо природу кожного доданку у виразі 
(1). Перший доданок залежить від характеристик то-
чності верстата, які не залежать від сил Q (або моме-
нтів), що діють у системі. Він залежить, наприклад, 
від зазорів у напрямних верстата, від їхніх нерівнос-
тей, хвилястості та похибок виготовлення. Другий 
доданок, навпаки, прямо пропорційний діючим зу-
силлям (моментам). Це – сили приводу, які компен-
сують зусилля різання матеріалу заготовки. Вони 
залежать від кутової швидкості обертання, подачі, 
механічних властивостей оброблюваного матеріалу 
та товщини його шару, що знімається на поточному 
проході. Отже, для управління рівнем переміщень, 
породжуваних верстатом, слід контролювати баланс 
доданків у (1). При чорнових операціях, коли швид-
кості подачі та обертання інструменту високі, силові 
характеристики Q зростають, і рівень переміщень v – 
теж (разом із тим вимоги до точності обробки на цих 
операціях – відносно невисокі). У цих умовах  пер-
шим доданком (для високоточних верстатів) можна 
знехтувати, і  
 .Qv D ⋅λ≈ δ ρρ         (2) 
 
Якщо ж досліджуються чистові операції, де шар 
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матеріалу, що знімається, – незначний, подача – 
невисока при високих обертах інструменту, а, отже, 
сили Q – незначні, варто оцінювати вклад другого 
доданку у (1) у половину першого: 
 
 .2/∆⋅≤⋅λ δρδ ρ SD KQ   (3) 
 
 У цьому випадку 
 
 .5,1 ∆⋅⋅≤ δρρ SKv            (4) 
 
Отже, за цих умов рівень переміщень знахо-
диться приблизно на рівні точнісних характеристик 
верстата. 
Оцінки (1)–(4) стосуються важливого, проте 
єдиного із декількох елементів досліджуваної тех-
нологічно-виробничої системи. Разом із тим, як ви-
дно із рис. 1, на баланс переміщень впливають ще 
три елементи ТВС: пристосування, деталь, інстру-
мент. Якщо проаналізувати систему на рис. 1, то 
можна відмітити наступні її особливості: 
• система – замкнена: силові потоки вини-
кають при взаємодії інструмента із заготовкою й 
передаються, з одного боку, на шпиндель, а з іншо-
го – через пристосування на робочий стіл верстата. 
Отже, на верстаті силові потоки замикаються. При 
цьому виконуються закони динамічної рівноваги, і 
діючі навантаження задовольняють умовам рівно-
ваги; таким чином, усі зусилля пропорційні компо-
нентам сил (моментів) Q; 
• система – підсумовуюча: розглядаючи 
баланс переміщень у ній, слід відзначити, що на 
результуючі переміщення Σv  впливають перемі-
щення, викликані кожним із компонентів; таким 
чином, можна записати умови балансу: 
 
 IVIII,II,I,, ==∑Σ Ivv
I
I ,   (5) 
 
де Iv  – складові ТВС ( I=I  – верстат, II=I  –
пристосування, III=I  – деталь, IV=I  – інстру-
мент);  
• із урахуванням перших двох особливос-
тей, а також співвідношень типу (1), однак записа-
них для кожного із елементів технологічно-
виробничої системи, можна записати загальні пере-
міщення в системі: 
 
 QKv DS ⋅λ+= Σδ ρΣδρΣρ .  (6) 
 
Тут індексом Σ позначені сумарні точнісні ха-
рактеристики ∆, результуючі коефіцієнти K  та по-
датливість λ ; як висновок слід зазначити, що для 
балансу переміщень у досліджуваній технологічно-
виробничій системі справедливі ті ж тенденції, що і 
для верстата (див. вище), проте із скоригованими 
величинами жорсткості ( або оберненої величини – 
податливості) та точності. 
Для досліджуваної технологічно-виробничої 
системи як підсистеми загальної системи форму-
вання ТТХ елементів бойових броньованих машин 
(див. рис.  1) можна застосувати ті ж підходи. Так, 
розглядаючи співвідношення для складової Σ∆ , мож-
на для простоти відштовхнутися від залежності: 
  
IV.I, ÷=∆=∆ ∑Σ I
I
I      (7) 
 
 Звідси рекомендовані вимоги до IVII, ÷=∆ II : 
 
 .6/I∆≤∆ I            (8) 
 
 Застосувавши аналогічний підхід до 
Σλ , можна 
записати: 
 
 IVIII,II,,6/ =∆≤λ III .  (9) 
 
 Таким чином, "статичну" і "динамічну" складові 
точності (тут, навпаки, похибки, оскільки зростання 
переміщень спричиняє зменшення точності) можна 
"загнати" у коридор до півтораразових значень для 
верстата. 
Якщо звернутися до параметра якості обробки 
поверхні деталі (наприклад, шорсткості aR ), то вона 
складним чином залежить від властивостей елементів 
технологічно-виробничої системи. Визначальними є 
властивості інструмента та режими різання. При цьо-
му слід зазначити, що оскільки процес різання є ди-
намічним, то різке зростання коливань у системі, а, 
отже, погіршення якості обробки поверхні, може бу-
ти спровоковане резонансними режимами, коли час-
тота збудження від зусиль різання близька до власних 
частот коливань технологічно-виробничої системи. 
Якщо підходити до оцінки динамічних властивостей 
цієї системи із вимогою якомога більшої роздільності 
за нижніми власними частотами, то можна сформува-
ти певні вимоги до робочих частот обертання шпин-
деля верстата nш: 
 
 piω⋅<< /260 minшn ,                  (10) 
 
де { }III1II1I1min ,,min ωωω=ω ,  
 
I
1ω  – нижні парціальні власні частоти коливань де-
талі, пристосування та інструмента (у припущенні, 
що у верстаті нижня власна частота коливань набага-
то вища, ніж у інших елементів ТВС). 
Співвідношення (10) можна записати в оберне-
ному вигляді: 
 
 .60/2 шmin npi>>ω          (11) 
 
Якщо (10) – вимога до частоти обертання шпин-
деля верстата, то (11) – до динамічних властивостей 
інших елементів технологічно-виробничої системи. 
Співвідношення (1)–(9) описують баланс сил та пе-
реміщень у досліджуваній технологічно-виробничый 
системы, а (10), (11) – вимоги до динамічних харак-
теристик її елементів. Тому необхідно розробити ма-
тематичну модель, яка охоплює усі досліджувані 
складові. 
Що стосується точнісних характеристик верста-
тів, то цьому питанню приділяється значна увага у 
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роботах [7–9]. Там же надані відповідні вимоги до 
них. Разом із тим ці характеристики слід розглядати 
як такі, що потребують коригування тільки у край-
ніх випадках, коли вичерпаються усі інші можливо-
сті. Це викликано тим, що верстат – дуже цінний 
елемент технологічно-виробничих систем.  
Таким чином, наявні верстати із їхніми паспо-
ртними характеристиками розглядаються в цілому 
як даність, від якої відштовхуємося при співстав-
ленні характеристик інших елементів технологічно-
виробничої системи. 
Якщо ж звернути увагу на жорсткість елемен-
тів досліджуваної технологічно-виробничої систе-
ми, то, оскільки вони мають складну форму, потрі-
бно визначати їхній напружено-деформований стан 
(НДС), а вже на основі аналізу НДС вираховувати 
досліджувані характеристики жорсткості (або обер-
неної величини – податливості). Оскільки у більшо-
сті випадків до аналізу напружено-деформованого 
стану елементів технологічно-виробничої системи 
не можна застосовувати моделі стержнів, пластин, 
оболонок або їх поєднань, то потрібно звернутися 
до загальної просторової (3D) постановки. 
Звертаючись до постановки задачі про визна-
чення напружено-деформованого стану елементів 
технологічно-виробничих систем, будемо абстрагу-
ватись від конкретного елемента, звертаючись до 
розгляду довільного об'єкта. Відповідно, будуть 
опущені індекси, що ідентифікують той чи інший 
об'єкт. 
Слідуючи заявленій методології узагальненого 
параметричного моделювання, область Ω, яку за-
ймає досліджуваний об'єкт, описує множина геоме-
тричних параметрів GP , ),( GPΩ=Ω  а її границя – 
).( GPSS =  У межах Ω діє система диференціально-
алгебраїчних рівнянь теорії пружності [10–12] (із 
правилом підсумовування за індексами, які повто-
рюються) 
 
 ,//2 ijjiij xuxu ∂∂+∂∂=ε        (12) 
 
 ,klijklij C ε=σ                           (13) 
 
 0/ =∂σ∂ jij x ,          (14) 
 
де ijijiu σε ,,  – компоненти відповідно вектора пере-
міщень і тензорів деформацій та напружень,  
     ijklC  – компоненти тензора модулів пружності 
матеріалу  ( 3,2,1,,, =lkji ). 
Система рівнянь (12)–(14) доповнюється спів-
відношеннями на границі S: 
 
 
** /,/ σ=σ= SS uu ,         (15) 
 
де σ,u  – вектори повних переміщень та напружень, 
відповідно,  
     
**
,σu  – вектори заданих переміщень та наван-
тажень на частинах границі.  
Граничні (крайові) умови (15) із нескінченної 
множини розв'язків системи рівнянь (12)–(14) визна-
чають той єдиний, який дійсно реалізується. 
Серед варіантів зовнішніх навантажень *σ  мож-
на обрати ті, що відповідають компонентам сил (мо-
ментів) Q  (див. (1)). Тоді НДС досліджуваної систе-
ми в силу справедливості принципу суперпозиції мо-
жна подати у вигляді лінійної комбінації напружено-
деформованого стану, які відповідають кожному 
окремому компоненту Q. Крім того, можна визначити 
контрольовані пружні переміщення ρuv , які відпові-
дають другому доданку у (1). Тоді, маючи у розпоря-
дженні (після визначення напружено-деформованого 
стану) інформацію про ρuv  при заданих компонентах 
Q, можна визначити параметри податливості 
 
 ./ QvuvD ρρ =λ   (16) 
 
Також попутно при визначенні напружено-
деформованого стану при заданому зовнішньому на-
вантаженні вираховуються компоненти тензора на-
пружень )(rijσ , а, відповідно, з'являється можливість 
обчислити еквівалентні напруження еквσ  (наприклад, 
за Мізесом [13]) і шляхом порівняння із механічними 
властивостями або допустимими напруженнями [ ]σ  
визначити виконання/невиконання  умов міцності 
матеріалу того чи іншого елемента технологічно-
виробничих систем  [7, 12, 13]: 
 
 TTl n/][ σ=σ≤σ ,                  (17) 
 
де Tσ  – границя текучості матеріалу,  
     Tn  – коефіцієнт запасу міцності. 
Враховуючи, що область Ω  задається узагаль-
неними параметрами, зокрема, геометричними GP , то 
усі компоненти напружено-деформованого стану, а 
також характеристики, які на основі аналізу НДС ви-
раховуються, теж залежать від GP . Отже, застосува-
вши критерії на обмеження λ  та iσ  у (16), (17), а 
також обернувши ці співвідношення, можна сформу-
вати критерії до визначення таких GP , які задоволь-
няють вимогам до міцності та жорсткості елементів 
ТВС. 
Таким чином, розв'язання задач аналізу та син-
тезу упираються у визначення напружено-
деформованого стану тіл складної форми при заданих 
навантаженнях. Для цієї мети на сьогодні найчастіше 
застосовується сучасний потужний чисельний метод 
скінченних елементів (МСЕ) [14, 15]. Він полягає у 
розбитті досліджуваної області Ω  на велику кіль-
кість фігур простої форми (т.з. скінченні елементи – 
СЕ) та апроксимації шуканих переміщень у межах 
кожного СЕ, наприклад, поліномом  
 
 ∑ ϕ⋅= Uu ,       (18) 
 
де U – масив вузлових параметрів (наприклад, пере-
міщень у вузлах СЕ),  
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    ϕ  – базисні функції.  
Підсумовування у (18) здійснюється за всіма 
вузловими параметрами. Із умов рівноваги кожного 
скінченного елемента та всього їхнього ансамблю 
(який апроксимує усю область Ω ) випливає розв'я-
зувальна система співвідношень [14, 15] 
 
fUK =⋅ ,           (19) 
 
де K – матриця жорсткості конструкції,  
     f – вектор вузлових навантажень (формується із 
крайових умов (15)).  
Після розв'язання системи лінійних алгебраїч-
них рівнянь (СЛАР) (19) за співвідношеннями (18) 
визначається поле переміщень u, а далі за формула-
ми (12), (13) – поля деформацій ε та напружень σ. 
Таким чином, за допомогою МСЕ вдається за-
мкнути весь цикл визначення напружено-
деформованого стану та обґрунтування параметрів 
технологічно-виробничих систем, які забезпечують 
задані характеристики точності, жорсткості та міц-
ності. 
 
Елементи технологічно-виробничих систем 
та бойових броньованих машин: динамічні влас-
тивості. Ще однією із сторін розв'язання поставле-
ної задачі є аналіз динамічних властивостей елеме-
нтів технологічно-виробничої системи. До цієї за-
дачі можна підійти таким же довгим шляхом, що і 
до аналізу напружено-деформованого стану. Проте 
можливий і скорочений підхід, з огляду на те, що 
раніше вже введено до розгляду скінченно-
елементну модель (СЕМ) досліджуваного об'єкта.  
Тоді його можна подати у вигляді динамічної сис-
теми із N ступенями вільності. Ототожнюючи вуз-
лові параметри СЕ із узагальненими координатами, 
кінетичну Т і потенціальну П енергію цієї системи 









де М – матриця мас,  
    U&  – вектор узагальнених (вузлових) швидкостей. 
Скориставшись технологією складання рівнянь 
малих коливань системи зі скінченною кількістю 
ступенів вільності [17] (на основі рівнянь Лагранжа 























           (20) 
 
Подаючи нетривіальний розв'язок (20) у ви-
гляді tU ωµ= sin , отримуємо для визначення влас-
них форм sµ  і власних частот sω  коливань наступ-
ні співвідношення: 
 
 ( ) ( ) .0det;0 22 =ω−=µω− MKMK  (21) 
 
Із (21) визначається спектр ,...2,1, =ω ss  та відповід-
ний їм набір sµ . 
Знову ж, звертаючись до того, що сам досліджу-
ваний об'єкт визначається сукупністю узагальнених 
параметрів P, то і результати розв'язання (21) залежні 
від P: 
).();( PP ssss µ=µω=ω            (22) 
 
 Тоді за допомогою співвідношень (10), (22) мо-
жливо розв'язати задачі аналізу динамічних характе-
ристик елементів технологічно-виробничих систем, а 
за допомогою (11) та обернених (22) – задачу синтезу 
їхніх параметрів за критерієм відлаштування від ре-
зонансних режимів. 
Отже, задачі аналізу міцнісних, жорсткісних та 
динамічних характеристик елементів технологічно-
виробничих систем, а також синтезу їхних параметрів 
за критеріями точності, жорсткості, міцності та від-
лаштування від резонансних режимів поставлено та 
розв'язано на основі поєднання методів узагальненого 
параметричного моделювання і скінченних елемен-
тів. 
Такі ж підходи, які розглянуті до елементів тех-
нологічно-виробничих систем, справедливі для пру-
жної роботи елементів бойових броньованих машин. 
Разом із тим для елементів бойових броньованих 
машин у багатьох випадках властива робота в зоні 
пружно-пластичних деформацій. Для цього випадку 
розв'язувальні співвідношення модифікуються (див. 
нижче). 
 
Математична модель пружно-пластичного 
деформовання елементів бойових броньованих 
машин. Традиційна постановка задач аналізу або 
забезпечення міцності елементів бойових броньова-
них машин полягає у недопущенні пластичних дефо-
рмацій їхнього матеріалу. Проте така постановка у 
деяких випадках недоцільна, а в багатьох – просто 
неадекватна. В останньому випадку мова йде про те, 
що сама суть робочих процесів і станів деяких елеме-
нтів бойових броньованих машин передбачає не про-
сто можливість, а цілеспрямоване створення полів 
пластичних деформацій на етапі виготовлення. Нада-
лі ці поля напружено-деформованого стану, наклада-
ючись на поля НДС від дії експлуатаційних наванта-
жень, створюють сприятливий ефект для забезпечен-
ня міцності цих елементів бойових броньованих ма-
шин, разом із тим надаючи їм підвищені властивості 
деформативності. При цьому виникає цілий спектр 
задач моделювання напружено-деформованого стану 
тіл із урахуванням розвинених пластичних деформа-
цій при непростому їх навантаженні [10, 18–20]. 
Непросте навантаження, на відміну від простого, 
не пропорційне одному параметру, а передбачає різкі 
варыювання закону зміни діючих сил. Відповідно, 
розв'язувати задачу потрібно в інкрементальній по-
становці [10–12, 18–20], тобто у прирощеннях ком-
понент навантажень та напружено-деформованого 
стану. 
Слідуючи роботі [10], можна записати наступні 
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ijdε  та 
p
ijdε  – пружні та пластичні частини тен-
зора деформацій відповідно,  
ijdd σ=σ )3/1(  та ijijij ddd δσ−σ=σ′  – збільшення 
гідростатичної та девіаторної частини тензора на-
пружень, 
функція h  –  додатньо визначена форма компо-
нент ijσ , 
функція )( ijf σ  називається умовою плинності,  
поверхня cf =  – поверхнею плинності, 
параметр c  визначає кінцевий стан зміцнення, і 
його величина може змінюватися в тілі від точки до 
точки.  
Оскільки ijij dfdf σσ∂∂= )/( , визначимо на-
ступну технологію для станів навантаження: 
 
 активне навантаження, якщо        0>df ; 
нейтральне навантаження, якщо  0=df ;         (26) 
розвантаження, якщо                    0<df . 
 
Величина **α  в (23) визначається з урахуван-
























             (27) 
 
Параметр с може бути заданий як функція по-
вної пластичної роботи 
 
 
( )∫ εσ= pijij dFс ,   (28) 
 
де F  – монотонно зростаюча додатна функція, а 
інтеграл обчислюється уздовж шляху навантажен-
ня. 
Якщо у співвідношеннях (23)–(25) перейти від 
нескінченно малих до малих, але скінченних при-
рощень усіх величин, то всю історію навантаження 
можна розбити на деяку кількість ділянок, на кож-
ній із яких – свій закон навантаження. За еволюцією 
напружено-деформованого стану при цьому можна 
призначити відповідальним деякий параметр τ (ти-
пу часу чи іншого типу послідовності). Отже, пере-
хід від i-го до (i+1)-го етапу (тобто від моменту τi до 
τi+1) здійснюється на основі розв'язання набору псе-
вдопружних задач про визначення НДС неоднорід-
них анізотропних тіл, неоднорідність та анізотропія 
яких формується у процесі розв'язання (тобто за на-
бором компонент на момент τi – при переході до τi+1). 
За початковий етап завжди можна прийняти розв'язок 
пружної задачі при такому рівні навантажень у мо-
мент τ1, що при цьому не виникає пластичних дефор-
мацій. 
Застосовуючи й у цьому випадку параметричний 
підхід, можна за результатами розв'язання співвідно-
шень (23)–(28) розв'язувати як задачі аналізу міцнос-
ті, так і на цій базі – синтезу. 
Принагідно варто відзначити, що і в цьому ви-
падку (як і описано вище у цьому розділі) розв'язання 
систем початково-крайових задач здійснюється за 
допомогою методу скінченних елементів. 
 
Аналіз динамічних характеристик високообе-
ртових елементів бойових броньованих машин. 
Для комплектування матеріально-технічних засобів 
Збройних сил України потрібно застосовувати ком-
плексний підхід [21–23]. Це зумовлено тим, що в 
умовах, які склалися на сьогодні, стримування  агре-
сора передбачає, серед іншого, інтенсивну розробку 
та модернізацію військової техніки та озброєння. Зо-
крема, актуальною проблемою українського бронета-
нкобудування є підвищення потужності танкових 
двигунів. Це – один із головних напрямків забезпе-
чення світового рівня тактико-технічних характерис-
тик вітчизняних танків за показниками питомої по-
тужності та рухливості, а також за іншими компонен-
тами ТТХ. З цією метою свого часу були розроблені 
танкові двигуни серії 6ТД. Вони забезпечують поту-
жність на рівні 1000 к.с. та вище. Разом із зростанням 
потужності підвищуються потреби двигуна у повітрі 
для забезпечення робочого процесу згоряння палива. 
Відповідно, була вдосконалена конструкція крильча-
тки нагнітача (КН). Проте високі частоти обертання 
та нова балансировка КН призводять до проблем та 
поломок при експлуатації. Для аналізу процесів і ста-
нів, що виникають при цьому, необхідні нові підходи 
до математичного і комп'ютерного моделювання.  
Аналогічні проблеми – і для інших елементів 
бойових броньованих машин, які піддаються дії ви-
сокочастотних або високообертових збурень. 
Постановка задачі та математична модель 
процесів і станів на прикладі крильчатки нагнітача 
повітря. Досліджується напружено-деформований 
стан та власні частоти коливань (ВЧК) крильчатки 
нагнітача, модель якої зображена на рис. 2. На рис. 3 




 Рис. 2 – Геометрична та скінченно-елементна модель  до-
сліджуваної крильчатки нагнітача 
ISSN 2079-0775                                             
Вісник Національного технічного університету «ХПІ». Серія: Машинознавство та САПР, № 7 (1283) 2018  127 
Для визначення напружено-деформованого 
стану крильчатки нагнітача пропонується застосу-
вати МСЕ. При цьому на матеріал тіла крильчатки 
діє відцентрова об'ємна сила: 
 
 rF 2ρω= ,        (29) 
 
де ρ  – густина матеріалу,  
ω  – кутова швидкість обертання,  
r  – відстань до осі обертання. 
 
   
 
 Рис. 3 – Схема обпирання вала крильчатки нагнітача 
 
Таким чином, у "вмороженій" у КН системі 
координат виникає НДС, який описується рівнян-
нями 
 
 bKa = ,        (30) 
 
де K  – матриця жорсткості,  
 b  – масив вузлових навантажень, що формується 
згідно з (29),  
a  – вектор вузлових параметрів (переміщень). 
Розв'язання системи рівнянь (30) дає можли-
вість визначати 
 ( )ω= aa .         (31) 
 
 За вектором a  обчислюються компоненти пе-
реміщень u , деформацій ε  та напружень σ : 
 


























 klijklij C ε=σ , 3,2,1,,, =lkji ,                (32) 
 
де kiN  – функції форми методу скінченних елемен-
тів,  
  ijklC  – компоненти тензора пружних констант. 
Отже, у результаті отримуємо компоненти на-
пружено-деформованого стану як поля (32), що па-
раметрично залежить від частоти обертання ω  згі-
дно (31). 
Варіювання ω  дає можливість установлювати 
залежності від кутової швидкості обертання харак-
теристик міцності та жорсткості.  
З іншого боку, для визначення власних частот 
коливань (ВЧК) ip  та власних форм коливань 
(ВФК) iλ  необхідно розв'язати задачу на власні 
значення 
 
 ( ) 02 =λ⋅⋅− ii MpK ,    (33) 
 
де M  – матриця мас. 
Тут потрібно зазначити, що матриця жорсткості 
( )ω= KK , тобто зміна кутової частоти обертання, 
призводить до зміни жорсткісних характеристик до-
сліджуваного об'єкта. Таким чином,  
  ( )ω= ii pp , ( )ωλ=λ ii , і = 1, 2, …     (34) 
 
Власна частота коливань ip  та власна форма 
коливань iλ  у результаті змінюються зі зміною ω . 
Відповідно, можна побудувати діаграми Кемпбела, 
які цю зміну ілюструють [24] (тобто візуалізовують 
зміну власних частот коливань від частот обертання). 
Отже, визначено етапи досліджень, які у підсум-
ку дають можливість визначати компоненти напру-
жено-деформованого стану, ВЧК та ВФК як функції 
частоти обертання ω . Отримувані результати слу-
жать основою для розв'язання оберненої задачі, тобто 
обґрунтування таких технічних рішень, які дадуть 
змогу уникати проблем із міцності, жорсткості та 
збудження резонансних режимів. 
Так, можна сформулювати деякі задачі синтезу у 
вигляді 
 
 min→σ ,  min→m ,  Σ≤σ ,      (35) 
 
 21 Ω≤Ω≤Ω ,  Uu ≤ ,            (36) 
 
де m , σ , u , Ω  – характеристики маси, напруженого 
і деформованого стану та спектра ВЧК,  
      Σ ,U , 1Ω , 2Ω  – деякі обмежувальні рівні дослі-
джуваних характеристик. 
Відштовхуючись від цих формулювань, можна 
розв'язувати задачі визначення таких проектно-
технологічних рішень, які дають змогу суттєво під-
вищувати технічні характеристики танкових двигу-
нів, а відтак – і ТТХ важких бойових машин, які ними 
оснащуються. При цьому застосована технологія уза-
гальненого параметричного моделювання [25, 26]. 
яка дає можливість багатоваріантних розрахунків 
процесів і станів у досліджуваних об'єктах. У випад-
ку, що розглядається, варійованою є частота обертан-
ня вала. Разом із тим варійованим може виступати 
будь-який проектний чи технологічний параметр.  
Аналогічний підхід – і для інших елементів 
ББМ, які підлягають дії динамічних навантажень. 
 
Напружено-деформований стан елементів бо-
йових броньованих машин зі зміненими на мікро-
рівні властивостями матеріалів. Для зміцнення 
елементів бойових броньованих машин, що підляга-
ють дії інтенсивних навантажень, на сьогодні існує 
багато методів (цементація, загартування, азотування, 
ціанування, напилення тощо) [27]. Кожен із них має 
певні достоїнства та недоліки. Зокрема, серед досто-
їнств – високі механічні властивості приповерхневих 
шарів, підданих зміцненню, високий опір зношуван-
ню, зниження тертя тощо. Разом із тим усім тради-
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ційним технологіям притаманні й істотні недоліки. 
Це, насамперед, компромісний характер зміцнення: 
одні характеристики підвищуються одночасно зі 
зниженням інших. Крім того, саме наявність суці-
льного зміцненого шару із відмінними від основно-
го матеріалу фізико-механічними властивостями 
(коефіцієнт лінійного розширення, модуль пружно-
сті, коефіцієнт Пуасона тощо) створює умови для 
різнорідного їх деформування. Це спричиняє появу 
мікротріщин, розшарувань, відокремлень  тощо. 
Крім того, деякі види обробки спричиняють відчут-
ну зміну лінійних розмірів деталі вздовж нормалі до 
поверхні. Таким чином, позитивні властивості тра-
диційних технологій зміцнення часто перекреслю-
ються негативними. У підсумку виникає науково-
практична проблема пошуку альтернативних техно-
логій зміцнення, що поєднують позитивні властиво-
сті традиційних, проте позбавлені їхніх недоліків.  
Однією із таких технологій є запропонована 
низкою дослідників технологія дискретного зміц-
нення [28]. Вона передбачає нанесення на поверхню 
деталі електроіскровим способом архіпелагу зон 
дискретного зміцнення з розмірами 0,5 ÷ 1 мм за 
товщиною і в плані. Ці зони дискретного зміцнення, 
як продемонстрували дослідження багатьох вчених 
[28], при навантаженні ведуть себе відмінно від 
основного матеріалу: дещо виступають над номіна-
льною поверхнею, володіють меншим коефіцієнтом 
тертя та менше зношуються. Таким чином, у ре-
зультаті формується мікрорельєф, сприятливий для 
роботи при навантаженні зовнішніми зусиллями. 
Крім того, цей вид зміцнення не знижує втомної 
міцності деталей, не викликає розшарування, роз-
тріскування тощо. Таким чином, відбувається одно-
часне поліпшення не однієї, а цілої низки характе-
ристик. 
Для визначення можливого ефекту від застосу-
вання описаної технології до зміцнення елементів 
бойових броньованих машин необхідні попередні 
дослідження. При цьому, враховуючи неоднорід-
ність матеріалу за товщиною і в плані на поверхні 
деталі, доцільно застосувати для розв’язання задачі 
визначення напружено-деформованого стану варіа-
ційний підхід. Цей підхід базується на принципі 











iiijij dsudvЭ . 
 
При цьому усі співвідношення узагальненого 
закону Гука (13) та геометричні співвідношення 
Коші (12) за формою залишаються такими ж. Проте 
є і відмінності. Вони полягають у наступному: 
– область Ω розділяється на дві:  
• перша Ω1 відповідає основному матеріа-
лові, 
• друга  Ω2 – набору зон дискретного зміц-
нення;  
• у межах кожної із зон переміщення непе-
рервні та володіють неперервними першими похід-
ними;  
• на границі між зонами переміщення непе-
рервні, проте можуть мати розриви похідних;  
• пружні константи при переході через гра-
ницю між Ω1 та Ω2 змінюються стрибкоподібно; 
– інтеграли у виразі (27) розбиваються кожний 
на два:  
• перший – за Ω1 та Ω2,  
• другий – за частиною S, що покриває Ω1 
(S1), та тією, що покриває Ω2 (S2);  
• у силу адитивності функціоналів за такої 
операції похибка не допускається;  
• структура отриманого функціонала теж за-
лишається незмінною: він залишається квадратичним 
додатно визначеним, оскільки складається із суми 
двох таких же; 
– області Ω1, Ω2, S1, S2 розбиваються узгодженою 
сіткою скінченних елементів, вузли якої належать 
Ω1∩Ω2 та S1∩S2 (рис. 4); 
– формується розв’язувальна система рівнянь, 
аналогічна (19), проте із особливостями формування 
матриці жорсткості та вектора навантажень, які обу-
мовлені особливостями структури скінченно-
елементної моделі; 
– після розв’язання системи лінійних алгебраїч-
них рівнянь методу скінченних елементів подальший 
аналіз напружено-деформованого стану аналогічний 
тому, що проводиться для однорідного матеріалу, 
проте у кожній області Ω1 та Ω2 – окремо; окремо та-
кож визначаються еквівалентні напруження у цих 
областях, а також аналіз виконання умов міцності. 
 
  




скінченно-елементна модель  
 
 Рис. 4 – Подання області Ω  
 
У результаті визначення сумісного напружено-
деформованого стану  та наступного роздільного 
аналізу стає можливим аналіз міцності композиції 
(основний матеріал + зони дискретного зміцнення). 
При цьому окремо вираховуються коефіцієнти запасу 
за  цими складовими композиції. Отже, розроблені 
моделі дають змогу оцінювати ефект, наприклад, від 
застосування дискретного зміцнення для поліпшення 
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технічних характеристик елемента бойових броньо-
ваних машин шляхом обробки його поверхні, а та-
кож для інших подібних задач. 
 
Висновки. У ході досліджень, які описані у 
розділі, отримані наступні нові наукові результати, 
які слугують підґрунтям для низки висновків: 
1) на основі розвитку методу узагальненого 
параметричного моделювання розроблено новий 
підхід до проектно-технологічно-виробничого за-
безпечення тактико-технічних характеристик бойо-
вих броньованих машин, який відрізняється тим, що 
множину варійованих параметрів доповнено проек-
тно-технологічно-виробничими параметрами, що 
надає якісно нові можливості та властивості варіа-
тивності їхніх розрахункових моделей. У підсумку 
обґрунтування нових технічних рішень стає більш 
досконалим, оскільки враховує реальні технологіч-
но-виробничі чинники, можливості та обмеження 
сучасних підприємств вітчизняного бронетанкобу-
дування; 
2) розроблені удосконалені математичні моде-
лі фізико-механічних процесів і станів, які відріз-
няються від відомих інтегруванням у них варійова-
них проектно-технологічно-виробничих параметрів, 
що дає можливості здійснювати багатоваріантне 
моделювання цих процесів і станів, а також шляхом 
цілеспрямованого пошуку обґрунтовувати раціона-
льні технічні рішення елементів бойових броньова-
них машин. На цій основі стає можливим забезпе-
чити їх підвищені тактико-технічні характеристики; 
3) для низки деталей об’єктів бронетанкової 
техніки, на відміну від традиційних, пропонується 
застосовувати моделі напружено-деформованого 
стану, які враховують неоднорідність фізико-
механічних властивостей матеріалу. Ця особливість 
є особливо цінною для випадку цілеспрямованого 
створення неоднорідної композиції з різнорідних 
областей, у яких матеріали можуть мати різні влас-
тивості; 
4) на відміну від традиційних, в удосконалених 
математичних моделях напружено-деформованого 
стану враховані не тільки пружні, але й пластичні 
деформації, що надає їм якісно нових властивостей 
– нелінійність та адекватність. Перша з них значно 
ускладнює математичні та комп'ютерні моделі, що 
будуються. Проте завдяки цьому забезпечується 
значно вищий рівень адекватності, а, відповідно, 
обґрунтованості рекомендацій, які розробляються 
на основі отриманих за їх допомогою результатів. 
Більш того, ціла множина результатів розв'язання 
прикладних задач принципово не може бути корек-
тною, якщо не враховувати пружно-пластичний 
характер деформування, оскільки сама природа ни-
зки процесів базується на цілеспрямованому чи за-
кономірному створенні сприятливих полів пластич-
них деформацій; 
5) для визначення небезпечних режимів роботи 
високообертових деталей бойових броньованих 
машин у розроблених математичних моделях вра-
ховуються, на відміну від існуючих моделей, відце-
нтрові зусилля та гіроскопічні ефекти. Це, по-перше, 
уточнює отримувані результати, а по-друге, створює 
можливості більш точного визначення критичних 
режимів. Така властивість є дуже важливою, оскільки 
критичні частоти у багатьох випадках лімітують  екс-
плуатаційні режими; 
6) у роботі набули подальшого розвитку методи 
аналізу тактико-технічних характеристик як резуль-
тату взаємодії та взаємовпливу чинників на різних 
етапах життєвого циклу, а не ізольовано, як у тради-
ційних моделях; 
7) у ході аналізу динаміки і напружено-
деформованого стану елементів бойових броньова-
них машин та технологічних систем для їх виготов-
лення установлені додаткові природні критерії для 
їхніх міцнісних та жорсткісних характеристик. 
У результаті у роботі створені методологічні ос-
нови подальших досліджень. Зокрема, створені пере-
думови для розв'язання наступних задач: 
• створення спеціалізованого програмно-
модельного комплексу, який реалізує запропоновані 
підходи, методи та математичні моделі; 
• розв'язання низки прикладних задач для віт-
чизняного бронетанкобудування та розроблення на 
основі аналізу отриманих результатів науково обґру-
нтованих рекомендацій щодо проектно-технологічно-
виробничого забезпечення тактико-технічних харак-
теристик бойових броньованих машин; 
• розрахунково-експериментальні дослідження 
зразків елементів бойових броньованих машин та 
технологічних систем для їх виготовлення, оцінка 
адекватності створених математичних моделей, точ-
ності результатів комп'ютерного моделювання та об-
ґрунтованості вироблених на їхній основі результатів. 
У результаті створені передумови для 
розв’язання низки прикладних задач підвищення тех-
нічних і тактико-технічних характеристик елементів 
бойових броньованих машин та  технологічних сис-
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